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ΦΥΛΛΑΔΙΟ ΑΣΚΗΣΕΩΝ  1 
 

ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
 
 

1. Δίνεται η εξίσωση: ηµ2θ ⋅ z2 − 2ηµθ ⋅ z + 5 − 4ηµ2θ = 0 1( )  µε θ ∈ 0,π( ) . 

i) Να λυθεί η 1( ) . 

ii) Να αποδειχθεί ότι καθώς ο θ διατρέχει το διάστηµα 0, π( ) ,οι ει-

κόνες των ριζών της 1( )  κινούνται σε µια υπερβολή. 

2. Έστω ο µιγαδικός z, ώστε 3zz 7 + 2zz7 = 5 . Να δείξετε ότι: 

i) zz 7 = 1  

ii) z = 1   

iii) 
 
z + 1

z
∈  . 

3. Έστω  ν ∈*  και  z∈ , ώστε να ισχύουν οι σχέσεις:  zν = 3+ 4i  και 

zν+1 = 2 +11i . 

i) Να βρείτε τους ν, z. 

ii) Να βρείτε τους  µ ∈* , ώστε να ισχύει:  zµ = −1+ 2i( )µ . 

4. Έστω οι µιγαδικοί z1  και z2  µε z1 = z2 = 2  και z1z2 ≠ −4 . 

i) Να δείξετε ότι ο µιγαδικός w = z1 + z2
4 + z1z2

 είναι πραγµατικός. 

ii) Αν δίνεται ότι Im z1( ) ⋅ Im z2( ) ≤ 0 , να δείξετε ότι −
1
2
≤ w ≤ 1

2 .           

5. Δίνεται ο µιγαδικός z για τον οποίο ισχύουν 
 
zi + z 3( )∈  και z = 1 . 

Να δείξετε ότι: 
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i) z12 = 1   

ii) z288 + 2z150 +1= 0 .   

6. Έστω οι µιγαδικοί  z1  και z2  µε z1 = z2 = 2  και z12 + z22 ≠ 0 . Έστω και 

ο µιγαδικός w = 2z1z2
z1
2 + z2

2 . Να δείξετε ότι: 

i) z1 =
4
z1

 και z2 =
4
z2

 , 

ii)  w∈ ,  

iii)  w ≥1 και 

iv) αν w=2, τότε το τρίγωνο που έχει κορυφές τις εικόνες των µιγα-

δικών 0, z1  και z2  είναι ισόπλευρο. 

7. Αν για τον µιγαδικό z ισχύει: 
1
z −1

+ 1
z − 2

+ ...+ 1
z −10

= 1 να δείξετε ότι 

 z∈ . 

8. Δύο µικρές µύγες Α και Β κινούνται πάνω στο µιγαδικό επίπεδο και 

είναι εικόνες των µιγαδικών z1  και z2  αντίστοιχα, ώστε να ισχύει 

συνεχώς z1 =
4 + 3i
5

z2 . Να αποδειχθεί ότι: 

i) Οι δύο µύγες Α και Β ισαπέχουν συνεχώς από την αρχή των αξό-

νων. 

ii) Αν η µύγα Α κινείται πάνω στον ορισµένο κύκλο (Κ, ρ), τότε και 

η µύγα Β κινείται πάνω σε έναν κύκλο, του οποίου να βρείτε το κέ-

ντρο και την ακτίνα. 

9. Θεωρούµε τους µιγαδικούς αριθµούς z και w για τους οποίους ι-

σχύουν οι επόµενες σχέσεις:  
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     z −1
2 + z +12 = 4 1( )

w − 5w = 12 2( )
  

i) Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδι-

κών z στο επίπεδο είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και 

ακτίνα ρ=1.  

ii) Αν z1, z2  είναι δύο από τους παραπάνω µιγαδικούς αριθµούς z µε 

z1 − z2 = 2 , τότε να βρείτε το z1 + z2 .                          

iii) Να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγα-

δικών w στο επίπεδο είναι η έλλειψη µε εξίσωση x
2

9
+ y

2

4
= 1  και στη 

συνέχεια να βρείτε την ελάχιστη τιµή του w .               

iv) Για τους µιγαδικούς αριθµούς z και w που επαληθεύουν τις 

σχέσεις (1) και (2) να αποδείξετε ότι:  1≤ z −w ≤ 4 .      

10.   Aν η εξίσωση z2 + az + β = 0 , όπου  α ,β ∈°, έχει ρίζες τους µιγαδι-

κούς 3+ 2i  και z2 , τότε: 

i) Να βρείτε τους α, β και z2 . 

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο  ν ο µιγαδικός είναι 

πραγµατικός. 

iii) Να βρείτε τη µικρότερη τιµή της παράστασης 

 f (z) = z − z1 + z − z2 , z∈£ .  

11.  Έστω οι διαφορετικοί µεταξύ τους µιγαδικοί z1  και z2  και ο φαντα-

στικός αριθµός w = z1 + z2
z1 − z2

. Να αποδείξετε ότι:  

i) Ο µιγαδικός w2004  είναι θετικός ή µηδέν. 

ii) Οι µιγαδικοί z1  και z2  έχουν ίσα µέτρα. 
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12.  Έστω 
 
f z( ) = 3Re z( ) + 4 Im z( )

z
, z∈£− 0{ }.   

i) Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών z ≠ 0  

για τους οποίους ισχύει f z( ) = 3 . 

ii) Αν Re z( ) = λ Im z( ) , τότε να εκφράσετε το f z( )  ως συνάρτηση 

του λ και να βρείτε τη µεγαλύτερη τιµή του. 

13.  Έστω a, b, c τρεις µιγαδικοί αριθµοί διάφοροι του µηδενός και δια-

φορετικοί ανά δυο. Θεωρούµε τους µιγαδικούς z1 =
a

b − c
, z2 =

b
c − a

 

και z3 =
c

a − b
. Να δείξετε ότι αν οι z1, z2  είναι φανταστικοί τότε και ο 

z3  είναι φανταστικός. Στην περίπτωση αυτή, αν Α, Β, Γ είναι οι ει-

κόνες των a, b, c στο µιγαδικό επίπεδο, να δείξετε ότι η αρχή Ο των 

αξόνων είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ. 

14.  Να δειχθεί ότι για κάθε z1  και  z2 ∈£  µε ισχύουν:  

i) 2 z1z2 −Re z1z2( )⎡⎣ ⎤⎦ = z1 − z2
2 − z1 − z2( )2   

ii) 2 Im z1( ) = z1
2 −Re z1( )2  . 

15.  Αν Α, Β, Γ είναι οι εικόνες των µιγαδικών z1, z2, z3  στο µιγαδικό ε-

πίπεδο και ισχύει z3 =
1
2
iz1 + 1− 1

2
i⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ z2 , να δείξετε ότι το τρίγωνο 

ΑΒΓ είναι ορθογώνιο. 

16.  Θεωρούµε τους µιγαδικούς z1, z2, z3  µε z1 = z2 = z3 = 1. Να δείξετε 

ότι: Re z1
z2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+Re z3

z1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+Re z2

z3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≥ − 3

2
.  
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17. Έστω οι µιγαδικοί  z1, z2  και ο ακέραιος ν >1 , ώστε z1ν = 2 + i  και  

z2
ν = 1+ 2i . 

i)Να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός w = z1
z2

 δεν είναι πραγµατικός. 

ii)Να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός z = w +1
w −1

,  όπου w ο µιγαδικός του 

ερωτήµατος 𝐢),  δεν είναι φανταστικός. 

𝐢𝐢𝐢) Να βρείτε τη µικρότερη τιµή της παράστασης 

f c( ) = c +w + c −w ,  όπου  c∈ . 

18.  Αν η εικόνα του µιγαδικού z ανήκει στον κύκλο µε κέντρο το ση-

µείο Ο(0,0) και ακτίνα ρ ≠ 1 , να εξετάσετε αν η εικόνα του µιγαδι-

κού w = 1
2

z + 1
z

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  κινείται σε έλλειψη.  


